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Анотація. Досліджено стійкість лінійних автономних диференціально-різницевих 
рівнянь. Для цього знайдено умови на коефіцієнти рівняння, при яких всі корені відповідного 
характеристичного рівняння мають від’ємні дійсні частини. Знайдено обмеження на 
параметри і побудовано області стійкості рівнянь із двома запізненнями на площині 
коефіцієнтів. Використано принцип аргументу, метод 𝐷𝐷-розбиттів і числові методи.  
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Вступ 
Дослiдження стiйкостi розв’язкiв диференцiально-рiзницевих рiвнянь є 

важливою прикладною задачею. Необхідною і достатньою умовою 
асимптотичної стійкості розв'язків лінійних автономних систем 
диференціальних рівнянь із запізненням є від'ємність дійсних частин всіх коренів 
характеристичного квазіполінома [1 – 3]. Тому для знаходження області 
стійкості систем з багатьма запізненнями можна застосовувати амплітудно-
фазовий метод, метод 𝐷𝐷-розбиттів, метод Меймана і Чеботарьова та ін. 

Особливо простим є метод 𝐷𝐷-розбиттів, коли простір коефіцієнтів 
розбивається на області гіперплощинами, точкам яких відповідають 
квазіполіноми, що мають хоча б один нуль на уявній осі. Очевидно, що точкам 
кожної області такого 𝐷𝐷-розбиття відповідають квазіполіноми з однаковим 
числом нулів із додатною дійсною частиною. Часто існує нескінченне число 
областей 𝐷𝐷-розбиття, тому серед них важко виділити область стійкості. 

Тому доцільно спочатку за допомогою принципу аргументу знайти 
обмеження, які задовольняє область стійкості, а потім уже застосовувати метод 
𝐷𝐷-розбиттів. Такі задачі досліджено, зокрема, в [4 − 9]. У цій статті доведено 
обмеженість області стійкості і побудовано області стійкості при різних 
відхиленнях аргументу. 

1. Основні результати 
Розглянемо рівняння  

                        𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑎𝑎1𝑧𝑧(𝑡𝑡 − 1) + 𝑎𝑎2𝑧𝑧(𝑡𝑡 − 2) + ⋯+  𝑎𝑎𝑛𝑛𝑧𝑧(𝑡𝑡 − 𝑛𝑛).                         (1) 
Згiдно з [1 – 3] для того, щоб нульовий розв'язок рівняння (1) був 

асимптотично стiйким, необхідно i досить, щоб всi коренi характеристичного 
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рівняння  
                                     𝜆𝜆 = 𝑎𝑎1𝑒𝑒−𝜆𝜆 + 𝑎𝑎2𝑒𝑒−2𝜆𝜆 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑒𝑒−𝑛𝑛𝜆𝜆                                   (2) 

лежали в лiвiй пiвплощинi 𝑅𝑅𝑒𝑒 𝜆𝜆 < 0. 
Означення.  Областю стiйкостi рівняння (2) називається множина точок 

(𝑎𝑎1, … , 𝑎𝑎𝑛𝑛) ∈ 𝑅𝑅𝑛𝑛,, для яких всi коренi рівняння (2) задовольняють умову 𝑅𝑅𝑒𝑒 𝜆𝜆 < 0. 
Нехай 𝐿𝐿 -- проста неперервна крива, на якiй вказано напрямок руху. Через 

Δ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝑑𝑑∈𝐿𝐿 𝑓𝑓(𝑧𝑧) позначимо змiну аргументу функції 𝑓𝑓(𝑧𝑧) при русi вздовж кривої 𝐿𝐿. 
Лема 1.  Нехай функції 𝑓𝑓(𝑧𝑧) та 𝐴𝐴(𝑧𝑧) аналiтичнi в комплекснiй площинi i для 

точок 𝑧𝑧 iз деякої простої неперервної кривої  виконуються нерiвностi |𝐴𝐴(𝑧𝑧)| <
|𝑓𝑓(𝑧𝑧)|. Тодi   

                       Δ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝑑𝑑∈𝐿𝐿 �𝑓𝑓(𝑧𝑧) + 𝐴𝐴(𝑧𝑧)� ≥ Δ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝑑𝑑∈𝐿𝐿𝑓𝑓(𝑧𝑧)− 𝜋𝜋.                          (3) 
         Доведення. Справджується рiвнiсть  

𝐿𝐿 = Δ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝑑𝑑∈𝐿𝐿  �𝑓𝑓(𝑧𝑧)�1 +
𝐴𝐴(𝑧𝑧)
𝑓𝑓(𝑧𝑧)�� = Δ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝑑𝑑∈𝐿𝐿𝑓𝑓(𝑧𝑧) + Δ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝑑𝑑∈𝐿𝐿  �1 +

𝐴𝐴(𝑧𝑧)
𝑓𝑓(𝑧𝑧)�. 

Оскiльки |𝐴𝐴(𝑧𝑧)/𝑓𝑓(𝑧𝑧)| < 1, то функцiя 1 + 𝐴𝐴(𝑧𝑧)/𝑓𝑓(𝑧𝑧) вiдображає криву 𝐿𝐿 у 
внутрiшнiсть одиничного круга з центром в точцi 𝑧𝑧 = 1. Тому образ кривої 𝐿𝐿 при 
вiдображеннi 1 + 𝐴𝐴(𝑧𝑧)/𝑓𝑓(𝑧𝑧) може змінити аргумент не бiльше, нiж на 𝜋𝜋. Iз 
нерiвностi  

         Δ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝑑𝑑∈𝐿𝐿 (1 + 𝐴𝐴(𝑧𝑧)/𝑓𝑓(𝑧𝑧)) ≥ −𝜋𝜋. 
випливає нерiвнiсть (3). Лема 1 доведена. 

Позначимо 𝑄𝑄(𝑧𝑧) = 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑧𝑧𝑛𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑎1𝑧𝑧. 
Лема 2.  Нехай для всіх 𝛼𝛼 ∈ [0; 1]  існує 𝑧𝑧 таке, що |𝑧𝑧| = 𝑒𝑒−𝛼𝛼 і виконується 

нерівність |𝑄𝑄(𝑧𝑧)| ≤ 𝜋𝜋 + 1. Тоді знайдеться стала 𝐾𝐾 > 0 така, що |𝑎𝑎𝑗𝑗| ≤ 𝐾𝐾 для 
всіх 𝑗𝑗 ∈ {1, 2, … ,𝑛𝑛}.  

Доведення. Розкладемо поліном 𝑄𝑄(𝑧𝑧) на множники 𝑄𝑄(𝑧𝑧) = 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑧𝑧(𝑧𝑧 −
𝑧𝑧1) … (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧𝑛𝑛−1). Тоді вірна нерівність  

                      |𝑎𝑎𝑛𝑛||𝑧𝑧||(|𝑧𝑧| − |𝑧𝑧1|) … (|𝑧𝑧| − |𝑧𝑧𝑛𝑛−1|)| ≤ |𝑄𝑄(𝑧𝑧)|.                         (4) 
Розглянемо поліном 𝑄𝑄1(𝑥𝑥) = |𝑎𝑎𝑛𝑛|𝑥𝑥(𝑥𝑥 − |𝑧𝑧1|) … (𝑥𝑥 − |𝑧𝑧𝑛𝑛−1|). Згідно з умовою 

леми, із (4) випливає, що для всіх 𝑥𝑥 ∈ [𝑒𝑒−1; 1] виконується оцінка |𝑄𝑄1(𝑥𝑥)| ≤ 𝜋𝜋 +
1. 

Застосовуючи теорему Чебишова, одержимо, що існує 𝑥𝑥 ∈ [𝑒𝑒−1; 1] таке, що  

|𝑄𝑄1(𝑥𝑥)| ≥ 2|𝑎𝑎𝑛𝑛|�
1 − 𝑒𝑒−1

4 �
𝑛𝑛

. 

Звідси випливає, що  

|𝑎𝑎𝑛𝑛| ≤
𝜋𝜋 + 1

2 �
4𝑒𝑒
𝑒𝑒 − 1�

𝑛𝑛

. 
Одержимо оцінку для . Оскільки  

|𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑧𝑧𝑛𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑎1𝑧𝑧| ≤ |𝑎𝑎𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛 + ⋯+ 𝑎𝑎1𝑧𝑧| + |𝑎𝑎𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛| ≤ 𝜋𝜋 + 1 +
𝜋𝜋 + 1

2 �
4𝑒𝑒
𝑒𝑒 − 1�

𝑛𝑛

, 
то  

|𝑎𝑎𝑛𝑛−1| ≤
1
2�𝜋𝜋 + 1 +

𝜋𝜋 + 1
2 �

4𝑒𝑒
𝑒𝑒 − 1�

𝑛𝑛

� �
4𝑒𝑒
𝑒𝑒 − 1�

𝑛𝑛−1

. 

L

1−na
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Аналогічно можна одержати оцінки для всіх коефіцієнтів. Лема 2 доведена. 
Теорема 1.  Область стiйкостi рівняння (2) обмежена. 
Доведення. Позначимо 𝑃𝑃(𝜆𝜆) = 𝜆𝜆 − 𝑄𝑄�𝑒𝑒−𝜆𝜆�. Тодi рівняння (2) перепишеться 

у вигляді 𝑃𝑃(𝜆𝜆) = 0.   

 
Рис. 1 

Застосуємо принцип аргументу до прямокутника на рис. 1. 
Згідно з принципом аргументу, число нулів квазіполінома 𝑃𝑃(𝜆𝜆) у 

прямокутнику дорівнює зміні аргументу функції 𝑃𝑃(𝜆𝜆) при русі 𝜆𝜆 вздовж контура 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷. 

Сторона 𝐴𝐴𝐴𝐴 прямокутника перетинає дійсну вісь у точці 𝑥𝑥 = 𝛼𝛼, 0 ≤ 𝛼𝛼 ≤ 1. 
Число 𝛼𝛼 ми виберемо пізніше. Сторону 𝐴𝐴𝐷𝐷 виберемо досить далеко від уявної 
осі. Тоді її образ при відображенні 𝑃𝑃(𝜆𝜆) буде міститися в правій півплощині. На 
вiдрiзку 𝐴𝐴𝐴𝐴 маємо  

𝜆𝜆 = −𝜋𝜋𝜋𝜋 + 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 ≥ 𝛼𝛼 ≥ 0,𝑃𝑃(𝜆𝜆) = −𝜋𝜋𝜋𝜋 + 𝑥𝑥 − 𝑄𝑄(−𝑒𝑒−𝑥𝑥). 
Уявна частина функції 𝑃𝑃(𝜆𝜆) залишається сталою, а дiйсна частина прямує 

до +∞ при 𝑥𝑥 → +∞. На вiдрiзку 𝐴𝐴𝐷𝐷  
𝜆𝜆 = 𝜋𝜋𝜋𝜋 + 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 ≥ 𝛼𝛼 ≥ 0,𝑃𝑃(𝜆𝜆) = 𝜋𝜋𝜋𝜋 + 𝑥𝑥 − 𝑄𝑄(−𝑒𝑒−𝑥𝑥). 

Тут знову уявна частина функції 𝑃𝑃(𝜆𝜆) буде сталою. В результатi сумарна 
змiна аргументу функції 𝑃𝑃(𝜆𝜆) при русi вздовж вiдрiзкiв 𝐴𝐴𝐴𝐴, 𝐴𝐴𝐷𝐷 і 𝐷𝐷𝐴𝐴 буде 
додатною. Залишилось оцiнити змiну аргументу образу вiдрiзка 𝐴𝐴𝐴𝐴. Як ми 
побачимо, при досить великому max

1≤𝑗𝑗≤𝑛𝑛
|𝑎𝑎𝑗𝑗| визначальним на вiдрiзку 𝐴𝐴𝐴𝐴 для 

приросту аргументу функції 𝑃𝑃(𝜆𝜆) буде вплив функції 𝑄𝑄�𝑒𝑒−𝜆𝜆�.  
Приріст аргументу функції 𝑄𝑄�𝑒𝑒−𝜆𝜆� при русi по вiдрiзку 𝐴𝐴𝐴𝐴 дорівнює 

приросту аргументу функції 𝑄𝑄(𝑧𝑧), коли 𝑧𝑧 робить обхiд кола |𝑧𝑧| = 𝑒𝑒−𝛼𝛼 проти 
годинникової стрiлки. Згiдно з принципом аргументу  

Δ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴|𝑑𝑑|=𝑒𝑒−𝛼𝛼 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 
де 𝜋𝜋 − число нулiв функції 𝑄𝑄(𝑧𝑧) в крузi |𝑧𝑧| < 𝑒𝑒−𝛼𝛼 . Але в цьому крузi завжди є 
нуль 𝑧𝑧 = 0, тому 𝜋𝜋 ≥ 1, отже  

Δ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝜋𝜋≥𝑦𝑦≥−𝜋𝜋𝑄𝑄�𝑒𝑒−(𝛼𝛼+𝑖𝑖𝑦𝑦)� ≥ 2𝜋𝜋. 
Якщо виконуються умови леми 2, то коефіцієнти полінома 𝑄𝑄(𝑧𝑧) обмежені. 

У протилежному випадку, при досить великому max
1≤𝑗𝑗≤𝑛𝑛

|𝑎𝑎𝑗𝑗| знайдеться таке 𝛼𝛼, 0 ≤

𝛼𝛼 ≤ 1, що  
�𝑄𝑄�𝑒𝑒−(𝛼𝛼+𝑖𝑖𝑦𝑦)�� ≥ 𝜋𝜋 + 1 ≥ |𝛼𝛼 + 𝜋𝜋𝑖𝑖|, 𝜋𝜋 ≥ 𝑖𝑖 ≥ −𝜋𝜋. 

Використовуючи лему 1, оцінимо зміну аргументу функції 𝑃𝑃(𝜆𝜆) при русі 
вздовж відрізка 𝐴𝐴𝐴𝐴  
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Δ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝜋𝜋≥𝑦𝑦≥−𝜋𝜋 �𝛼𝛼 + 𝜋𝜋𝑖𝑖 − 𝑄𝑄�𝑒𝑒−(𝛼𝛼+𝑖𝑖𝑦𝑦)�� ≥ 2𝜋𝜋 − 𝜋𝜋 = 𝜋𝜋. 
Отже, при досить великому max

1≤𝑗𝑗≤𝑛𝑛
|𝑎𝑎𝑗𝑗| зміна аргументу функції 𝑃𝑃(𝜆𝜆) при русі 

вздовж контура 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 буде додатною. Отже, згідно з принципом аргументу, 
функція 𝑃𝑃(𝜆𝜆) матиме нуль в прямокутнику 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷, а тоді (𝑎𝑎1, … ,𝑎𝑎𝑛𝑛) не належить 
області стійкості рівняння (2). 

Звідси випливає обмеженість області стійкості. Теорема доведена. 
Лема 3.  Якщо вектор (𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑛𝑛) належить області стiйкостi рівняння 

(2), то 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛 < 0. 
Доведення. Нехай 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛 ≥ 0. Тодi квазiмногочлен 𝑃𝑃(𝜆𝜆) = 𝜆𝜆 −

𝑎𝑎1𝑒𝑒−𝜆𝜆 − ⋯− 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑒𝑒−𝑛𝑛𝜆𝜆 задовольняє умови  
𝑃𝑃(0) ≤ 0, lim

𝜆𝜆→+∞
𝑃𝑃(𝜆𝜆) = +∞. 

Значить, iснує число 𝜆𝜆0, 0 ≤ 𝜆𝜆0 < +∞, таке, що 𝑃𝑃(𝜆𝜆0) = 0. Рівняння (2) має 
невiд'ємний дiйсний корiнь. Отже, вектор (𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, … ,𝑎𝑎𝑛𝑛) не належить області 
стiйкостi. Лема 3 доведена. 

2. Рівняння із двома запізненнями 
Застосуємо метод 𝐷𝐷-розбиттiв до рівняння  

                                                    𝜆𝜆 = 𝑎𝑎𝑒𝑒−𝑚𝑚𝜆𝜆 + 𝑏𝑏𝑒𝑒−𝑛𝑛𝜆𝜆,                                             (5)  
де 𝑚𝑚 та 𝑛𝑛 − взаємно прості натуральні числа, 𝑚𝑚 < 𝑛𝑛. Квазiполiном має нульовий 
корiнь, якщо 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 0. Ця пряма i є однiєю з лiнiй, що утворюють межу 𝐷𝐷-
розбиття. 

Нехай тепер рівняння (5) має суто уявний корiнь 𝜋𝜋𝑖𝑖, 𝑖𝑖 ≠ 0:  
𝑎𝑎(cos𝑚𝑚𝑖𝑖 − 𝜋𝜋 sin𝑚𝑚𝑖𝑖) + 𝑏𝑏(cos𝑛𝑛𝑖𝑖 − 𝜋𝜋 sin𝑛𝑛𝑖𝑖) = 𝜋𝜋 𝑖𝑖. 

Вiдокремлюючи дiйсну i уявну частини, одержимо систему  
                      𝑎𝑎 cos𝑚𝑚𝑖𝑖 + 𝑏𝑏 cos𝑛𝑛𝑖𝑖 = 0,  𝑎𝑎 sin𝑚𝑚𝑖𝑖 + 𝑏𝑏 sin𝑛𝑛𝑖𝑖 = −𝑖𝑖.                         (6) 

Розв'яжемо систему (6), якщо  
�
cos𝑚𝑚𝑖𝑖 cos𝑛𝑛𝑖𝑖 
sin𝑚𝑚𝑖𝑖 sin𝑛𝑛𝑖𝑖 �= sin(𝑛𝑛 −𝑚𝑚)𝑖𝑖 ≠ 0. 

Рівняння лiнiй 𝐷𝐷-розбиття в параметричнiй формi матимуть вигляд  
𝑎𝑎 =

𝑖𝑖 cos𝑛𝑛𝑖𝑖
sin(𝑛𝑛 −𝑚𝑚)𝑖𝑖 , 𝑏𝑏 = −

𝑖𝑖 cos𝑚𝑚𝑖𝑖
sin(𝑛𝑛 −𝑚𝑚)𝑖𝑖. 

Ці лінії розбивають площину параметрів (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) на нескінченне число 
областей, всередині кожної з яких рівняння (5) має однакове число коренів з 
додатною дійсною частиною. 

Система (6) може бути сумiсною також у випадку, коли її головний 
визначник sin(𝑛𝑛 −𝑚𝑚)𝑖𝑖 = 0. Це можливо при 𝑖𝑖 ≠ 0 тодi i тiльки тодi, коли 
cos𝑚𝑚𝑖𝑖 = cos𝑛𝑛𝑖𝑖 = 0 або 𝑚𝑚𝑖𝑖 = 𝜋𝜋 2⁄ + 𝑘𝑘𝜋𝜋, 𝑛𝑛𝑖𝑖 = 𝜋𝜋 2⁄ + 𝑙𝑙𝜋𝜋, 𝑘𝑘 ∈ ℤ, 𝑙𝑙 ∈ ℤ. Такi 
рiвностi виконуються тiльки у випадку, коли 𝑚𝑚 та 𝑛𝑛 непарнi. Якщо ж 𝑚𝑚 та 𝑛𝑛 
непарнi, то досить взяти 𝑘𝑘 = (𝑚𝑚− 1)/2, 𝑙𝑙 = (𝑛𝑛 − 1)/2, 𝑖𝑖 = 𝜋𝜋 2⁄  i система (6) 
визначатиме пряму лiнiю 𝑎𝑎 sin𝑚𝑚𝜋𝜋 2⁄ + 𝑏𝑏 sin𝑛𝑛 𝜋𝜋 2⁄ = −𝜋𝜋 2⁄ . Крiм цієї прямої 
iснуватиме ще злiченне число однаково вiддалених взаємно паралельних 
прямих, якi є лiнiями 𝐷𝐷-розбиття. У цьому випадку лініями 𝐷𝐷-розбиття будуть 
прямі, кут нахилу яких рівний 𝜋𝜋 4⁄  або −𝜋𝜋 4⁄ . При непарних 𝑚𝑚  та 𝑛𝑛 відбувається 
біфуркація появи нових ліній 𝐷𝐷-розбиття. 
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У випадку, коли 𝑚𝑚 = 1, 𝑛𝑛 − непарне натуральне число (𝑛𝑛 > 1), область 
стійкості обмежена (𝑛𝑛 + 3)/2 дугами ліній, серед яких дві дуги будуть 
відрізками прямих. Інші дуги одержуються із параметричного зображення  

𝑎𝑎 =
𝑖𝑖 cos𝑛𝑛𝑖𝑖

sin(𝑛𝑛 − 1)𝑖𝑖 , 𝑏𝑏 = −
𝑖𝑖 cos𝑖𝑖

sin(𝑛𝑛 − 1)𝑖𝑖 

при 0 < 𝑖𝑖 < 𝜋𝜋 2⁄ .  
Як приклад знайдемо область стiйкостi рівняння  

𝜆𝜆 = 𝑎𝑎𝑒𝑒−𝜆𝜆 + 𝑏𝑏𝑒𝑒−3𝜆𝜆. 
Щоб знайти оцiнки для коефiцiєнтiв 𝑎𝑎 та 𝑏𝑏, використаємо методику 

доведення теореми 1. Застосуємо принцип аргументу до прямокутника на рис. 1. 
Спочатку припустимо, що 𝛼𝛼 = 0. Тоді при ||𝑎𝑎| − |𝑏𝑏|| ≥ 𝜋𝜋 маємо |𝑎𝑎𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑦𝑦 +

𝑏𝑏𝑒𝑒−3𝑖𝑖𝑦𝑦| ≥ 𝜋𝜋 ≥ |𝜋𝜋𝑖𝑖|, тому зміна аргументу функції 𝑃𝑃(𝜆𝜆) = 𝜆𝜆 − 𝑎𝑎𝑒𝑒−𝜆𝜆 − 𝑏𝑏𝑒𝑒−3𝜆𝜆 при 
русі вздовж контура 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 буде додатною. Отже, функція 𝑃𝑃(𝜆𝜆) буде мати нуль у 
прямокутнику 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷. 

Застосовуючи цю ж методику до прямокутника 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 при 𝛼𝛼 = 1, одержимо, 
що функція 𝑃𝑃(𝜆𝜆) буде мати нуль у цьому прямокутнику при ||𝑎𝑎|𝑒𝑒−1 − |𝑏𝑏|𝑒𝑒−3| ≥
√𝜋𝜋2 + 1. 

Із наших міркувань випливає, що для точок (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) із області стійкості 
правильні нерівності  

                   �|𝑎𝑎| − |𝑏𝑏|� < 𝜋𝜋, �|𝑎𝑎|𝑒𝑒−1 − |𝑏𝑏|𝑒𝑒−3� < √𝜋𝜋2 + 1.                             (7) 
Згiдно з лемою 3 область стiйкостi повинна задовольняти ще одну нерiвнiсть  

                                                        𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 < 0.                                                             (8) 
Нерiвностi (7) i (8) визначають на площині параметрів 𝑎𝑎 та 𝑏𝑏 деякий 

обмежений многокутник. 
Для знаходження області стiйкостi застосуємо тепер метод 𝐷𝐷-розбиттів. 

Пряма 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 0 є однiєю з лiнiй, що утворюють межу 𝐷𝐷-розбиття. 
Якщо квазiполiном має суто уявний корiнь 𝜋𝜋𝑖𝑖, то рівняння меж 𝐷𝐷-розбиття 

в параметричнiй формi матимуть вигляд  

𝑎𝑎 =
𝑖𝑖(4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝑖𝑖 − 3)

2 sin𝑖𝑖 , 𝑏𝑏 = −
𝑖𝑖

2 sin𝑖𝑖 .                          (9) 

Побудуємо лiнiї, що вiдповiдають випадку cos𝑖𝑖 = cos 3𝑖𝑖 = 0. Цi рівняння 
мають сумiснi коренi 𝑖𝑖 = 𝜋𝜋 2⁄ + 𝑘𝑘𝜋𝜋, 𝑘𝑘 ∈ ℤ. Тому лiнiями 𝐷𝐷-розбиття будуть 
прямі 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 = (−1)𝑘𝑘+1(𝜋𝜋 2⁄ + 𝑘𝑘𝜋𝜋). 

Вiдзначимо, що лiнiї 𝐷𝐷-розбиття досить нанести в многокутнику, що 
обмежує область стiйкостi. Неважко переконатися, що зв'язна область, обмежена 
вiдрiзками прямих  

𝑏𝑏 = −𝑎𝑎,−
𝜋𝜋
4 ≤ 𝑎𝑎 ≤

1
2 ; 𝑏𝑏 = 𝑎𝑎 +

𝜋𝜋
2 ,−3

𝜋𝜋
4 ≤ 𝑎𝑎 ≤ −

𝜋𝜋
4 

та дугою лiнiї (9) при 0 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝜋𝜋 2⁄  є областю стiйкостi. Область стійкості 
рівняння (5), у якому 𝑚𝑚 = 1, а 𝑛𝑛 = 3  ̶  це заштрихована частина площини, 
зображена на рис. 2. Область стійкості рівняння (5), у якому ,  
зображена в [6].  

1=m 2=n



SWorldJournal                                                                                                                        Issue 19 / Part 1 

 ISSN 2663-5712                                                                                                                                                                                    www.sworldjournal.com 82 

  
  Рис. 2 

Висновки 
В пункті 1 доведено обмеженість області стійкості та одержано обмеження 

для точок, що належать області стійкості, а в пункті 2 побудовано області 
стійкості для рівняння із двома запізненнями. 
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Abstract. The aim of the present article is to investigate of solutions stability of linear 
autonomous differential equations with retarded argument. It is obtained the necessary and sufficient 
conditions, for all the roots of the characteristic equation to have negative real part. We investigate 
the boundedness conditions and construct a domain of stability for linear autonomous differential 
equation with several delays. We use D-partition method, argument principle and numerical methods 
to construct of stability domains. 

Key words: delay differential equation, stability domain, argument principle, D-partition. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 




