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Анотація. У статті розглянуто теорему порівняння для розв'язків стохастичних 
диференціально-функціональних рівнянь під дією зовнішних збурень та її застосування для 
однієї задачі стохастичного керування. 
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Вступ.  

У межах теорії стохастичного керування досліджується управління в 

системах з випадковими параметрами. Ця теорія має широке застосування в 

багатьох галузях, включаючи фінанси, інженерію, економіку та ін. 

Початки теорії стохастичного керування пов'язані з роботами, в яких 

вивчаються розв'язки стохастичних диференціальних рівнянь, що описують 

еволюцію системи в часі за умови випадкових збурень чи впливу випадкових 

факторів. Розвиток теорії стохастичного керування відбувався вдосконаленням 

методів розв'язання стохастичних диференціальних рівнянь, введенням нових 

підходів до аналізу випадкових процесів і застосуванням до таких областей, як 

фінанси, оптимальне керування портфелями, ризик-менеджмент і багато інших  

(див. праці [1–11]). Сучасні дослідження в теорії стохастичного керування 

продовжують розширювати її застосування в нові галузі, розробляти більш 

ефективні методи розв'язання складних проблем і поширювати її теоретичну 

базу. 
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У цій статті розглянуто теорему порівняння для розв'язків стохастичних 

диференціально-функціональних рівнянь (СДФР) під дією зовнішних збурень та 

її застосування для однієї задачі стохастичного керування, що є розвитком 

результатів, отриманих для одновимірних процесів Іто у працях [3, 5–7] та для 

випадку наявності пуассонових збурень у працях [12–16]. 

Теорема порівняння для розв’язків СДФР 

Нехай ( , , )F PΩ  – ймовірнісний простір з потоком σ -алгебр { , 0}tF t ≥ , D  – 

простір неперервних справа функцій, що мають лівосторонні границі (НПЛГ) зі 

значеннями з 1R  та з рівномірною метрикою [1–3]. 

Теорема 1. Нехай задані: 

1) строго зростальна функція { ( ), }x xρ +∈R  така, що  

2

0

(0) = 0, ( ) = ;x dxρ ρ
∞

− ∞∫  

2) неперервні функціонали 1:b + × →R D R ; 1:c + × × →R D V R , 1⊂V R  такі, 

що для довільних ,ϕ ψ ∈D  

 ( , ) ( , ) ( , , ) ( , , ) ( )b t b t c t u c t u duϕ ψ ϕ ψ− + − Π ≤∫
V

( ), 0;tρ ϕ ψ− ≥  

3) два неперервних функціонали 1:ia + × →R D R , = 1,2i , такі, що  

1 2( , ) ( , ), 0, ;a t a t tϕ ϕ ϕ≤ ≥ ∈D  

4) { }( ) ( , ), , , = 1,2i ix t x t t iω ω+≡ ∈ ∈ΩR  – неперервні за t  випадкові процеси, 

{ }tF -вимірні за ω ; 

5) стандартний вінерів процес [ ) 1( ) ( , ) : 0,w t w t ω≡ ∞ ×Ω⊂ R  такий, що 

( )(0) = 0 modw P ; 

6) { }( , ) = ( , ) ( ) , \ {0}t A t A A t Aν ν −Π ∈ ⊂V R  – центрована пуассонова міра, 

при цьому { ( )}w t  і { ( , )}t Aν  незалежні один від одного; 

7) { ( ) ( , ), , }i it t tα α ω ω≡ ∈ ∈ΩR  – вимірні відносно { , 0}tF t ≥  випадкові 

процеси. 

Нехай також випадкові процеси з пп. 4–7 даної теореми з імовірністю 1 
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задовольняють умови:  

 
0 0

( ) (0) = ( ) ( , ) ( )
t t

s
i i i ix t x s ds b s x dw sα− + +∫ ∫

0

( , , ) ( , ),
t

s
ic s x v ds dvν∫∫

V

  

1 2( ) ( ), ( ,0],x xθ θ θ≤ ∈ −∞    

 1 1 1( ) ( , ), 0,tt a t x tα ≤ ≥                                            (1) 

 2 2 2( ) ( , ), 0,tt a t x tα ≤ ≥                                            (2) 

де { { ( ), ( ,0]}tx x t θ θ≡ + ∈ −∞ . 

Тоді з імовірністю 1 виконується нерівність  

 1 2( ) ( ) 0.x t x t t≤ ∀ ≥                                             (3) 

Якщо виконується умова єдиності з імовірністю 1 сильних розв’язків хоча б 

для одного з таких СДФР:  

 ( ) = ( , ) ( , ) ( ) ( , , ) ( , ), = 1,2,t t t
i idx t a t x dt b t x dw t c t x v dt dv iν+ + ∫

V

         (4) 

тоді (3) виконується й за слабкішої умови:  

 1 2( , ) ( , ), 0, .a t a t tϕ ϕ ϕ≤ ≥ ∈D  

Доведення. Вважатимемо, що ia , = 1,2i , b  і c  обмежені (з урахуванням 

міркувань локалізації [3, 7,13]). 

 Етап 1. Припустимо, що для 1( , )a t x  виконується умова Ліпшиця:  

 1 1| ( , ) ( , ) | , .a t a t Kϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ− ≤ − ∀ ∈D                        (5) 

Виберемо послідовність { ( ), , = 1,2,...}n t t nψ +∈R  неперервних функцій 

таких, що їхні носії містяться на інтервалах 

 1 1( , ), 1 > > ... > > 0,n n na a a a−  

2 12 ( )0 ( ) , ( ) = 1.
an

n n
an

tt t dt
n

ρψ ψ
− −

≤ ≤ ∫  

Нехай  

 

0 0

0, 0,
( ) =

( ) , > 0.
yx

n
n

x
t

dy t dt x
ϕ

ψ

≤




∫ ∫
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Для 1( )n Cϕ ∈ R  виконуються співвідношення:  

 ( ) = 0 для 0,n x nϕ ≤  

 lim ( ) для ;nn
x x nϕ +

→∞
= →∞  

 ' '( ) = ( ), 0 ( ) 1,n n nx x xϕ ψ ϕ′ ≤ ≤                                        (6) 

Застосовуючи узагальнену формулу Іто [3], одержимо  

 ( )
5

1 2
=1

( ) ( ) = ( ),n i
i

x t x t I nϕ − ∑  

 '
1 1 2 1 2

0

( ) ( ( ) ( )){ ( , ) ( , )} ( ),
t

s s
nI n x s x s b s x b s x dw sϕ≡ − −∫  

 '
2 1 2 1 2

0

( ) ( ( ) ( )){ ( ) ( )} ,
t

nI n x s x s s s dsϕ α α≡ − −∫  

 ' 2
3 1 2 1 2

0

1( ) ( ( ) ( )){ ( , ) ( , )} ,
2

t
s s

nI n x s x s b s x b s x dsϕ ′≡ − −∫  

 4 1 2 1 2
0

( ) [ ( ( ) ( ) ( , , ) ( , , ))
t

s s
nI n x s x s c s x v c s x vϕ≡ − + − −∫∫

V

 

 1 2( ( ) ( ))] ( , ),n x s x s ds dvϕ ν− −   

 5 1 2 1 2
0

( ) [ ( ( ) ( ) ( , , ) ( , , ))
t

s s
nI n x s x s c s x v c s x vϕ≡ − + − −∫∫

V

 

 '
1 2 1 2 1 2( ( ) ( )) ( ( ) ( ))( ( , , ) ( , , ))] ( ) .s s

n nx s x s x s x s c s x v c s x v dv dsϕ ϕ− − − − − Π  

Використовуючи властивості стохастичних інтегралів [3], отримаємо  

 { } { }1 4( ) = 0, ( ) = 0,E I n E I n  

 ' 2
3 1 2 1 2

0

1{ ( )} { ( ( ) ( )) (| ( ) ( ) |) }
2

t

nE I n E x s x s x s x s dsϕ ρ′≤ − − ≤∫  

 2
1 2 1 2

0

1 { ( ( ) ( )) (| ( ) ( ) |) }
2

t

nE x s x s x s x s dsψ ρ≤ − − ≤∫  

 2 2
1 2 1 2

0

1 2{ (| ( ) ( ) |) (| ( ) ( ) |) } .
2

t tE x s x s x s x s ds
n n
ρ ρ−≤ − − ≤∫  

З урахуванням умов (1), (2), (5), (6) отримуємо  
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 '
2 1 2 1 1 2 2

0

( ) ( ( ) ( )){ ( , ) ( , )}
t

s s
nI n x s x s a s x a s x dsϕ≤ − − ≤∫  

 ( )> ( ) 1 21 2
0

t
s s

x s x sK x x dsχ≤ − ≤∫   1 2
0

( ) .
t

s sK x x ds+−∫  

З (6) випливає, що  

 5 1 2 1
0

{ ( )} = { [ ( ( ) ( ) ( , , )lim lim
t

s
n

n n
E I n E x s x s c s x vϕ

→∞ →∞
− + −∫∫

V

 

 '
2 1 2 1 2( , , ))] ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))lim lims

n n
n n

c s x v x s x s x s x sϕ ϕ
→∞ →∞

− − − − − ×  

 1 2 1 2
0

( ( , , ) ( , , )) ( ) = ( ( , , ) ( , , ))lim
t

s s s s

n
c s x v c s x v dv ds c s x v c s x v

→∞
× − Π − ×∫∫

V

 

 '
1 2[1 ( ( ) ( ))] ( ) = 0.n x s x s dv dsϕ× − − Π  

З граничної рівності  

 1 2

1 2

( ( ) ( )) = 1lim ( ) ( )
n

n

x t x t
x t x t

ϕ
→∞

−
−

 

випливає нерівність  

 1 2 1 2
0

{( ( ) ( )) } {( ( ) ( )) } .
t

E x t x t K E x s x s ds+ +− ≤ −∫  

Звідси одержимо, що 1 2{( ( ) ( )) } = 0E x t x t +−  0t∀ ≥ , тобто 

1 2{( ( ) ( )) } = 1P x t x t +≤  0t∀ ≥ . 

Внаслідок виконання умов теорем існування та єдиності розв’язку з [3, 7, 

13], отримуємо НПЛГ траєкторії й дійдемо висновку, що (3) виконується. 

Завуажимо, що у випадку виконання умови Ліпшиця (5) для 2 ( , )a t ϕ  і з 

аналогічного  міркування щодо етапу 1 можна одержати (3). 

Етап 2. У загальному випадку вибираємо ( , )a t ϕ  у такий спосіб, щоб  

 1 2( , ) < ( , ) < ( , ), 0, ,a t a t a t tϕ ϕ ϕ ϕ≥ ∈D  

і для ( , )a t ϕ  виконувалася умова (3). 

Нехай { ( )}x t  — єдиний розв’язок СДФР:  
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 ( ) = ( , ) ( , ) ( ) ( , , ) ( , ), 0,t t tdx t a t x dt b t x dw t c t x v dt dv tν+ + ≥∫
V

  

з початковими умовами 2( ) = ( ), < 0.x θ ϕ θ θ−∞ ≤  

Тоді за результатами етапу 1 маємо 2( ) ( )x t x t≤  і 1( ) ( )x t x t≤  для 0t ≥  майже 

напевно. Отже, (3) виконується. 

Етап 3. Нехай існує єдиний з точністю до стохастичної еквівалентності 

розв’язок { ( )}x t  рівняння (4) за умови, що = 1i :  

 1( ) = ( , ) ( , ) ( ) ( , , ) ( , ),t t tdx t a t x dt b t x dw t c t x v dt dvν+ + ∫
V

                    (7) 

 1( ) = ( ), < 0.x θ ϕ θ θ−∞ ≤  

Для > 0ε  матимемо ( ) ( )x tε±  — два розв’язки рівнянь:  

 1( ) = ( ( , ) ) ( , ) ( ) ( , , ) ( , ),t t tdx t a t x dt b t x dw t c t x v dt dvε ν± + + ∫
V

  

 1( ) = ( ), < 0,x t tθ ϕ −∞ ≤  

для яких з етапів 1, 2 випливає, що  

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) 0.x t x t x t tε ε− +≤ ≤ ∀ ≥  

 Якщо 2 10 < <ε ε , тоді  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1( ) ( ), ( ) ( ) 0.x t x t x t x t tε ε ε ε− − + +≤ ≤ ∀ ≥  

Отже, внаслідок неперервності 1( , )a t ϕ  і єдиності розв’язку для (7), 

отримаємо  

 ( ) ( )

0 0
( ) = ( ) = ( ) 0.lim limx t x t x t tε ε

ε ε

− +

↓ ↓
∀ ≥  

Враховуючи нерівності 1 1 1( , )ta t xα ≤ , 1 1 1 1( , ) ( , )t ta t x a t x ε≤ +  і застосовуючи 

вище доведені результати для 2 ( )x t  і ( ) ( )x tε+ , запишемо  

 ( )
1( ) ( ), 0.x t x t tε+≤ ∀ ≥  

Для 0ε +↓  одержимо  

 1( ) ( ) 0.x t x t t≤ ∀ ≥                                                  (8) 

З аналогічного міркування у випадку 2 2 2( ) ( , )tt a t xα ≥ , 2 1( , ) > ( , )t ta t x a t x ε−  

дійдемо до нерівності ( )
2( ) ( )x t x tε− ≤  з імовірністю 1. При 0ε +↓  маємо, що  
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 2( ) ( ), 0.x t x t t≤ ∀ ≥                                                  (9) 

Порівнюючи нерівності (8) і (9), запишемо  

1 2( ) ( ) ( ) 0,x t x t x t t≤ ≤ ∀ ≥  

що й завершує доведення теореми.   

 Зауваження 1. Теорема 1 має місце і для нелінійних СДФР вигляду 

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

, , , ,
r

j j
j

dx t x t a t x t dtω θ α ω θ ω
=

= + + +∑  

( ) ( )( ) ( )
2 1

1
, , , ,

r

j j j
j r

t b s x t dw tα ω θ ω ω
+

= +

+ + +∑  

( ) ( )( ) ( )
3 2

2 2
, , , , , ,

r

j j j
j r

t c t x s v dt dvα ω θ ω ν ω
+

= +

+ +∑ ∫
V

                       (10) 

за умови  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, ; , , 1,3 2,jt t
x t t j rθ ω ϕ θ α ω β θ

= =
+ = = = +                (11) 

де ( ) [ ], : 0, n n
j t Tα ω ×Ω→ ×R R  – зовнішні попарно незалежні між собою та з 

вінеровими процесами випадкові процеси; коефіцієнти , ,j j ja b c  задовольняють 

умови Ліпшиця та умови теореми 1. 

Висновок.  

У роботі доведено теорему порівняння для СДФР під дією зовнішних 

збурень типу випадкових процесів. За допомогою цієї теореми можна встановити 

факт існування оптимального керування для подібних систем. 
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Abstract. The article discusses the comparison theorem for solutions of stochastic differential 
functional equations under the influence of external disturbances and its application to one problem 
of stochastic control. 
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